Lecon 10G: Croupe linfaite d'un evpace vectouiel

de climension finle E , 4Aous - 9roupes de GiL (&), Applicafions,

Aampoldt
_ ) . : . : , Peanin
Dovu flo. lesen, E clesiope un W - @Race vecteucl de cimension Tnik n3 1

T . Généralit€s g e groupe lin€ouie

1. Definitioru et plemi&res propailics

Detinmien 1.1 Cn appelie guoups lintalie U ensainble dat 1K - cudommpidemet de
£ Al Wi -méme et on Je noke GL(E). Cef emsemple et muni ol une Sbrychur
de @raipe povx Lo Lo e composThon..

Detiniien 1.2 Pawn k € N¥, on de'&:‘ni‘t GLy (IK) tomme e Quoups oot automet -
Bhieme: de K" anoniouemerntt isometphe 4 L'ensemible des modricer inveraibien
' oy

de c./%,\ () .

Propositien 1.3 Le chevnx ol une bBOse cde E ndudlt un eemeyphisme de ojoupty
de GL(E) awn GL. UK).

Théenéme 1.4 Raue towt v € L (B), lex assercieons fuivankes Sovt éqgwc\,-

len beg
Wy u € GLIE) (v) dety +0
(i) ker u = {0% tvi) u transfeime towcke base ¢ Une bage
A —— (vii) u aolmer un invease & dasnke

GUv) g u = N W11) u edmet un inrerse & guche

Remoaque 1.5 CeHe conackrisadthion est propae & fe. dimengio finie ,comme
te montre L'exemple de u: RLX] — RLX], P+ XP

'ﬁaopcs.i.tion 1.6 LcRanue IK et un @npa a;,m ae condingl % = Pr , le couctinal
-1 .
de GL(E) veut Tl‘(q“‘q‘).
i=g
2. Le goupn__,gpéuol Lingauite

Ditinition 1.# On d€finit SL(E), le neyout de det : GL(E) — " 1L 2’ ogt

onel o' un Qo - Qroups disrih%ug Spe L'on oppetie Je Qfroupe spéciol

lineaure.

Cn dgdjnrf de m@me Sip (K) = | A € GLa(K) [det A =11},

- *
Thoposition 1.8 [ guoupe cuetient GL(E)/SL(E) et womephe & A

Th€enéme 1.9 On @ : Z(GL(E)) = K* id et E(SLIE)) = fa (K). id.

Définimon 1.10 On o‘;'e’a:x‘mt I guope pagjechy linfaite et fe Qoupe spiual pec-
deu-n'a; Linfouite comme &rant: PGL(E) = GL(E)/K* id et PSL(E) = SLE) /gl 16
bien dgas‘nis w fe cenkre el yn [P Dt dastinglE.

Propoeion 1.11 Usomerpliismes exceptionnels)
1) PCTLZ (fF3 ) 53 et Png (ﬂ:3) x> v4L‘

(i) PG[LZ (FF,_‘) %LZ (ﬂ"q) 24 b45
(i) PGL, (F5 ) ~ 55 et PSL, () ~ UAs

ie

U]

3. Géndrateuns

- } — . -
Difinihen 1.12 Seit ¢ une. gzame lindaute nen nulle Aun E. Cn cppelle Ton

vection o’ hypanpllan kex (@ tout

ue LE) déé}:‘ni P uix €E 2+ @)
avee a € kg_\ 7.3

ThEméme 1.13 Sovt u € LIEN{O} alow let aiterbions suiyonke ot Eayivakntet :
) W est une Transwection

Un) (B8 motice de v douw une base de € oot Th = (:IT:Z'l;)
(i) RQU -del) = 1 et JuX) = (x-1)" N
Ov) e, madrice de u gang une bow de E et T':j (A= Ta +LlE1,J' pi#9,06€ m*
Definition 1.1 %=t @ € E*\jo} . on oppelie ehlatation o' hypowplan kex P tout v € LIE)
de&:‘m‘ L U2 2 +0)a, o & E \ker 7.3
Une dbilatatiow est doni GL(E) & o towlement & 2

=1+ @ +0, 2
ut appel€ (e aoppet de O» dilatation.

Theoweme 1.15 Un eutom owplusme 1 est Une dilodadtion cl JOFEt A & et seulement

. 1
&, i exiske une koo dopg quelle 8 motrice oe u et Dn(A)= (w)\l(m) -



ﬂ’o?m‘ﬁwh 1.16 (Cperation €fmentaiier ) Seir A € W (K). Beit A € IK*, an
déa:inlt Dev piractious El€mentats -
ATi‘J' (A) Ci w—C; + 3\(',3’ Ci «— A€

AD; ()

Tig (DA : L «— Li + 3L % DA ¢ Ly o= Wby

Thopositen 1.17 Le Fupe GLIE) ert engendrd pon fer Dransvech one et
lahens , fe groupe SL(E) ext encenciwe paa fet Dansvections .

IL - Topolcege clu gReupe Linaute

Poms ce praaguaphe , on se ploce dant & codne M =R ou Q.
Contexte 2.1 En notant L(E) (s appliconion: Uin€aites (demc T

men@ien finie : ' . ) _ ~
'€ 1, en pout e munic o 3 neme Aubendenriee ae&-_.'ng pao ¢

Hull = _gy Hui

= q;;' en - 1 .
X T do4T un egoce de Bonech.

Lemme 2 .2 Taws dour u € L(E) el Que wuli< 1,

L englomenphisme ol - u et
dans GL (B) el’inverse J_ yk
Kzg

Theaéme 2.3 L'espace GL(E) eet un euvent dense oe & (E)  (cet Ei8ment tegte

Ul en diimensicu. infini ) . Da. PR, GL(E) et derse douyy L(E) ef U
Q—FP.Q'LCOJJ’QM. UE GLIE) - v~ o i

ThEe€Eme 2.y
() Gl (C) eer connexe

(1) L, (€) et onnexe
@iy Sln (R) ext ©@nnexe

Theeméme 2.5 (de Puvnside) %eit G un Saus ~graupe d' eqosa fini ok
GLn (Q) . Alew G &t fini.

T wasekopaap

Remoague 2.6 € aesuditedt  aeshe ve‘ria::.‘(; daws GL, (H) eu I et ulgébRIQEe -

meat iR et de cchre*rtsjjque nulle.

1es di-

ThEméme 2.7 Toun (B, <.,.>) un tepace eucticlien , OCE) L'ensew ke da
endemetpliemer  etheqonal et un Jous - gooupe @mpact de Gl (E).

Thén€me 2.8 Sat u € O(E). Il exiske alog une bnie etthaimée de E dawu -
Quelle le matrice de U eet

~N (o

\ avec Rg =
Ro

ot B;
%n O;

-ain ©:
i,
i

HGK

Cevoliaire 2.9 Foupe fpiial ertheqonad SO (B) eat connexe pa 83X,

ST

.+t R)
ThEaéme 2.10 ( d?o@mpos-iﬁon Poloite) L' opplication OnURD x 87 (R —Gln
eéfinie PR (0,8) — OS ext un honﬁdneqpmme,

b

2 dnTa



